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一类捕食者具有流行病的时滞捕食系统定性分析

李冬梅 ,　张　凤 ,　宋颖伟
(哈尔滨理工大学 应用科学学院 ,黑龙江 哈尔滨 150080)

摘　要 :研究了一类捕食者具有流行病的时滞捕食 -被捕食模型 , 分析了边界平衡点的性质

和全局稳定性 , 给出疾病是否流行的阈值. 证明了当时滞τ适当小时 , 正平衡点是局部渐近稳定

的 , 随着时滞的增加正平衡点由稳定变为不稳定 , 系统在正平衡点附近发生 Hopf分支.
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Abstract:A system of retarded functional differential equations is p roposed as a p redator2p rey model with ep i2
dem ic in the p redator. The nature of boundary equilibria and global stability are analyzed. A threshold is identified

which determ ines the outcome of the disease. This paper shows that positive equilibrium is locally asymp totically

stable when time delayτ is suitable small, while a loss of stability by a Hopf bifurcation can occur as the delay in2
creases.
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0　概　述

在现实世界中 , 一个种群不可能孤立的存在 ,

它总会与其他种群存在着某种形式的相互作用. 当

某种传染病在种群间流行时 , 将会破坏它们之间的

平衡状态. 因此 , 生物种群之间传染病模型的研究

具有非常重要的意义. 目前 , 这方面的主要工作是

针对捕食系统. 文 [ 1 - 3 ]考虑了食饵按密度制约增

长的捕食者有病的模型 , 得到了疾病是否流行和两

种群是否共存的阈值. 文 [ 4 - 5 ]考虑了具有时滞的

食饵有病的捕食 -被捕食传染病模型 , 得到了出现

Hopf分支的条件.

本文将在文 [ 1 ]模型的基础上考虑捕食者捕食

食饵后不是立即增加捕食者的数量 , 而是需要一段

时间来消化食饵. 假设染病的捕食者不捕食饵 , 其

模型为

dX ( t)

d t
= X ( t) [ a - bX ( t) ] - cX ( t) S ( t)

dS ( t)

d t
= eX ( t -τ) S ( t) - d1 S ( t) -βS ( t) I ( t)

d I ( t)

d t
=βS ( t) I ( t) - d2 I ( t)

(1)

初始条件为



(ψ(θ) , <1 (θ) , <2 (θ) )∈C + = ( [ -τ, 0 ], R
3
+ ) ,

ψ(0) > 0, <i (0) > 0, i = 1, 2.

其中 : X ( t)表示 t时刻食饵的密度 ; S ( t)、I ( t)分别

表示 t时刻易感类捕食者和染病类捕食者的密度 ; a

是食饵的内禀增长率 ; b为密度制约系数 ; c为捕食

系数 ; e为从食饵到捕食者的转化率 ,且 e≤c; d1、d2

分别表示易感类捕食者和染病类捕食者的死亡率 ,

且 d1 < d2 ;β为接触率 ;τ为捕食者种群的消化时间.

此模型假设这种传染病一旦染上就不再康复.

为简单起见 ,将系统 (1)做如下变换. 令 x ( t) =

b
a

X ( t) , s ( t) = S ( t) , i ( t) = I ( t) , ω =βt. 则系统

(1)变为

dx ( t)

d t
= ax ( t) [ 1 - x ( t) ] - cx ( t) s ( t)

ds ( t)

d t
= Kex ( t -τ) s ( t) - d1 s ( t) - s ( t) i ( t)

d i ( t)

d t
= s ( t) i ( t) - d2 i ( t)

(2)

式中 , 仍以 a, c, e, d1 , d2 , K, t,τ表示 a
β,

c
β,

e
β,

d1

β,

d2

β,
a
b

,ω,βτ.

鉴于生态意义 , 本文只在 R
3
+ = { ( x, s, i) ∈R

3
:

x≥0, s≥0, i≥0}上讨论. 由文 [ 4 ]可知 , R
3
+是系统

(2)的正向不变集.

1　平衡点的稳定性和 Hopf分支

111　平衡点的存在性

由系统 (2)可解得如下的非负平衡点

E0 = (0, 0, 0) , 　E1 = (1, 0, 0) ,

E2 =
d1

Ke
,

a ( Ke - d1 )

Kec
, 0 , 　E

3
= ( x

3
, s

3
, i

3 )

(3)

其中 :

x
3

=
a - cd2

a
, s

3
= d2 , i

3
=

( a - cd2 ) eK - ad1

a

(4)

定理 1　由式 ( 3 )可得 ,当 0 < e <
d1

K
时 , 系统

(2 )只有 E0 和 E1 两个平衡点 ; 当
d1

K
≤ e < e

3 ≡

ad1

K ( a - cd2 )
时 , 除 E0 , E1以外 , 边界平衡点 E2 出

现 , 当 e =
d1

K
时 , E2 = E1 ; 当 e

3 ≤e≤c时 , 除 E0 , E1

和 E2以外 , 正平衡点 E
3出现 , 当 e = e

3时 , E
3

= E2.

112　平衡点的定性分析

设珔E = (珋x,珋s,珋i)是系统 ( 2 )的平衡点 , 则系统

(2)的线性近似系统在珔E处的特征方程为

det

a - 2a珋x - c珋s -λ - c珋x 0

Ke珋se
-λτ

Ke珋x - d1 -珋i -λ -珋s

0 珋i (珋s - d2 ) -λ

=0

(5)

当 0 < e <
d1

K
时 ,若珔E = E0 ,则式 (5)可化为

(λ - a) (λ + d1 ) (λ + d2 ) = 0 (6)

显然 , 式 (6)有一个正根 , 两个负根 , 因此 , E0是

一个鞍点.

同理 , 若珔E = E1 , 式 (5)有特征根 - a, - d2 , Ke -

d1 , 则当 e <
d1

K
时 , 边界平衡点 E1是局部渐近稳定.

当
d1

K
≤e < e

3时 ,显然 , E1是不稳定的.若 珔E =

E2 ,则式 (5)可化为

(λ -λ3 ) f (λ) = 0

其中 :λ3
=珋s - d2 =

a - cd2

ec
( e - e3 ) , f (λ) =λ2

+

ad1

Ke
λ +

ad1 ( Ke - d1 )

Ke
e

-λτ
.

由于 f (0) =
ad1 ( Ke - d1 )

Ke
> 0, f′( 0) =

ad1

Ke
> 0,

由根与系数的关系可知 f (λ) = 0必有两个负实部

的特征根. 因此 , 只要λ3 < 0, 即 e < e
3成立 , 则疾

病消除平衡点 E2是局部渐近稳定的. 当 e > e
3时 ,

E2不稳定 , 此时正平衡点 E
3存在. 总结以上可得

下面的定理.

定理 2　E0总是不稳定的鞍点. 当 0 < e <
d1

K

时 , E1是局部渐近稳定的 ; 当
d1

K
< e < e

3时 , E1是

不稳定的 , E2是局部渐近稳定的 ; 当 e
3 < e < c时 ,

E2是不稳定的 , 此时 E
3存在.

令

σ =
Ke
d1

, 　R0 =
e

e
3 =

Ke ( a - cd2 )

ad1

由定理 2可知 , 当σ < 1时 , 食饵数量趋于常

数 , 捕食者趋于绝灭 ; 当σ > 1时 , 易感捕食者存

09 哈　尔　滨　理　工　大　学　学　报　　　　　　　　　　第 14卷　



在. 当 R0 < 1时 , 疾病消除平衡点 E2是局部渐近稳

定的 ; 当 R0 > 1时 , 它不稳定 , 此时正平衡点 E
3存

在 , 即出现地方病. 因此 , R0可看作系统 ( 2 )的一

个阈值.

定理 3　如果 R0 > 1且 e < e0 , 则存在τ0 > 0,

当 0 <τ<τ0时 , 系统 ( 2)的唯一地方病平衡点 E
3

是局部渐近稳定的 ; 当τ>τ0时 , E
3不稳定 ; 当τ=

τ0时 , 系统 ( 2 )在平衡点 E
3附近发生 Hopf分支.

其中 , e0 =m in c, e
3

+
a ( a - cd2 )

2Kd2

.

证明 : 首先 , 证明在平衡点 E
3处的特征方程

(5)有一对纯虚根. 在 E
3处式 (5)可化为

λ3 + ax
3λ2 + s

3
i
3 (λ+ ax

3 ) + Kecx
3

s
3 e -λτλ=0

(7)

当τ= 0时 ,式 (7)变为

λ3
+ ax

3λ2
+ ( s

3
i
3

+ Kecx
3

s
3 )λ + ax

3
s
3

i
3

=0

(8)

由 Routh2Hurwits准则可知方程 (8)的所有根都具有

负实部 , 即当τ= 0时 , 正平衡点 E
3是局部渐近稳

定的.

当τ≠0时 ,设λ = iω,ω > 0是式 ( 7)的一个根 ,

将其代入式 (7)并分离实、虚部得

Kecx
3

s
3ωcosτω =ω3

- s
3

i
3ω

Kecx
3

s
3ωsinτω = ax

3ω2 - ax
3

s
3

i
3 (9)

将式 (9)的两边分别平方相加得

ω6
+ [ (ax

3 )2
- 2s

3
i
3

]ω4
+ [ (s

3
i
3 )2

- 2(ax
3 )2

s
3

i
3

-

　　　　 ( Kecx
3

s
3 ) 2

]ω2
+ ( ax

3
s
3

i
3 ) 2

= 0 (10)

由定理条件 e < e0≤e
3

+
a ( a - cd2 )

2Kd2

及式 ( 4 ) , 知式

(10)中ω4前系数

(ax
3 )2

- 2s
3

i
3

= (a - cd2 ) (a - cd2 ) -
2Kd2

a
(e - e

3 ) >0

(11)

因此 , 由定理条件及根与系数的关系可知 , 存在唯

一正的ω0满足式 ( 10 ) , 即式 ( 7)有一对形如 ±iω0

的纯虚根 , 由 ( 9)式的第二个等式可知 , 相应于ω0

的τ0n为

τ0n =
1
ω0

arcsin
a (ω2

0 - s
3

i
3 )

Kces
3ω0

+
2nπ
ω0

,　n =0, 1, 2⋯

因当 τ = 0时 , E
3 是稳定的. 由 B utler的引

理 [ 6 ]知 , 当τ<τ0时 , E
3仍然保持稳定 , 这里τ0 =

τ0n ( n = 0) . 下面要证明

d (Reλ)

dτ τ=τ
0
,ω =ω

0

> 0

这将显示当τ>τ0时至少存在一个具有正实部的特

征根 , 则系统 ( 2)满足 Hopf分支定理 [ 7 ]的条件 , 从

而在 E
3的附近分支出周期解.

事实上 ,关于τ对式 (7)进行微分得

[ 3λ2 + 2ax
3λ + s

3
i
3 + Kecx

3
s
3

e
-λτ -

Kecx
3

s
3λτe

-λτ
]
dλ
dτ

= Kecx
3

s
3λ2

e
-λτ (12)

则由式 (7)可将式 (12)简化为

dλ
dτ

- 1

=

3λ2 +2ax
3λ + s

3
i
3 + Kecx

3
s
3

e
-λτ - Kecx

3
s
3λτe-λτ

Kcex
3

s
3λ2

e
-λτ =

3λ2
+ 2ax

3λ + s
3

i
3

-λ[λ3 + ax
3λ2 + s

3
i
3 (λ + ax

3 ) ]
+

1
λ2 -
τ
λ

因此

sign
d (Reλ)

dτ λ= iω0

= sign Re
dλ
dτ

- 1

λ = iω0

=

sign Re
3λ2

+2ax
3λ+s

3
i
3

-λ[λ3
+ax

3λ2
+s

3
i
3 (λ+ax

3 )
-

1
ω2

0

=

sign
2ω4

0 + ( ax
3 ) 2ω2

0 + ( ax
3 ) 2

s
3

i
3

ω2
0 [ω2

0 + ( ax
3 ) 2

] (ω2
0 - s

3
i
3 )

(13)

由式 (11)及根与系数的关系可知ω2
0 - s

3
i
3

> 0, 则

式 (13)大于零 , 所以

d (Reλ)

dτ τ=τ0,ω =ω0

> 0

因此 , Hopf分支在ω =ω0 ,τ=τ0时发生.

113　全局稳定性

定理 4　如果σ < 1, 则边界平衡点 E1是全局

渐近稳定的.

证明 : 已知当σ < 1时 , E1是局部渐近稳定的.

由系统 (2)的第一个方程得

dx
d t

= ax (1 - x) - cxs≤ax (1 - x)

再由比较定理 [ 8 ]知

lim sup
t→∞

x ( t)≤1

由系统 (2)的第二个方程得

ds
d t

= Kex ( t -τ) s - d1 s - si≤ ( Ke - d1 ) s

再由比较定理知 ,当 σ < 1时 ,有 lim sup
t→∞

s ( t) ≤0,

即得

lim
t→∞

s ( t) = 0 (14)

从而对任意的 0 <ε < m in a
2c

,
d2

2
,当 t充分大

时 ,有

-ε< s ( t) <ε (15)
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由系统 (2)的第一个方程及式 (15)得

dx
d t

> ax 1 - x -
c
a
ε

再由比较定理得 lim inf
t→∞

x ( t)≥1,即得

lim
t→∞

x ( t) = 1 (16)

同理 , 对系统 (2)的第三个方程有

d i
d t
≤ (ε - d2 ) i

再由比较定理得 lim sup
t→∞

i ( t)≤0.所以

lim
t→∞

i ( t) = 0 (17)

由上面 (14)、(16)、(17)式知 , lim
t→∞

( x ( t) , s ( t) ,

i ( t) ) = (1, 0, 0) . 所以 , E1是全局渐近稳定的.

2　结　语

本文分析了具有消化时滞的两种群生态———流

行病模型 , 讨论了模型边界平衡点的性质和全局稳

定性 , 并给出了疾病是否流行的阈值 R0. 证明了当

时滞τ适当小时 , 正平衡点是局部渐近稳定的 , 随

着时滞的增加 , 正平衡点由稳定变为不稳定 , 系统

在正平衡点附近发生 Hopf分支. 因此 ,得到了具有

时滞的捕食过程影响流行病模型的动力学性质.
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充分长时间中几乎可以使所有的有机分子被氧化 ,

氧化降解可以使泥炭腐植酸分子全部降解为小分

子 ,甚至被继续氧化至二氧化碳.所以泥炭腐植酸的

硝化反应必须根据性能要求选择适当的硝化条件.

而且泥炭硝基腐植酸对植物生长的刺激作用与其醌

基含量有关.所以在制备植物生长促进剂时就要控

制硝化条件 ,以保证产物中醌基质量分数最高.

4　结　论

1) 腐植酸硝化反应的产率随硝酸浓度的增加、

反应时间的延长而降低 , E4 / E6值则增加 ,说明硝化

过程中存在着腐植酸分子的氧化降解反应.

2) 硝基腐植酸中硝态氮含量的增加证实了硝

化反应的存在 ,硝态氮含量存在最大值则说明硝化

反应主要发生在腐植酸分子中的芳核上.

3) 在所用的硝化条件下无腐植酸硝酸酯生成.
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